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I n f o r m a t i o n s  - I n f o r m a t i o n e n  - I n f o r m a z i o n i  - N o t e s  

E X P E R I E N T I A  M A I O R U M  

Von der Magie 
der mathematischen Zeichensprache 

Z u r  E r i n n e r u n g  a n  die  E r s t a u s g a b e  
der  EuLF~Rsvhen I n t r o d u c t i o  (7748)  

Das E r s c h e i n e n  der  zwe ibgnd igen  t n t r o d u c t i o  i n  a n a -  
I y s i n  i n / i n i t o r u m  ~ aus  der  F e d e r  LEONHARD EULERS e 
(1707--1783) bei  d e m  r i ihr igen Ver teger  MARCUS MICHAEL 
BOUSQUET soll te  zu e inem fo lgenre ichen  Ere ign i s  we t -  
den.  Bis d a h i n  war  die h6here  Ana lys i s  n i c h t  viel m e h r  
als eine Gehe imlehre  gewesen  -- ein m a c h t v o l l e s  I n s t r u -  
m e n t  in den  H/ inden  der  wen igen  E i n g e w e i h t e n ,  a b e t  
d e m  grol3en P u b l i k u m  versch lossen .  J e t z t  h a t t e  der  
h o c h a n g e s e h e n e  (~Berliner P ro fe s so r  u n d  Angeh6r ige  der  
P e t e r s b u r g e r  A k a d e m i e  der  ~,Vissensehaften)) eine E in-  
f i ih rung  gesehr ieben ,  die s ieh der  r~tse lvol len  u n d  um-  
s t r i t t e n e n  eso te r i schen  S y m b o l e  der  h/Sheren Ana lys i s  
g runds~ tz l i ch  noeh  n i c h t  b e d i e n t e  u n d  die d o c h  wel t  
m e h r  als n u r  eine v a s e  Vor s t e l l ung  y o n  den  neuen  
SchluBweisen u n d  den  m i t  ih re r  Hil fe  g e w o n n e n e n  ode r  
in Auss i ch t  s t e h e n d e n  E rgebn i s se  v e r m i t t e l t e  -- geschr ie-  
ben  in l i ch tvo l l em u n d  IaBlichem Stil, de r  die akade -  
mische  J u g e n d  b e z a u b e r n  muf3te u n d  doch  mi t  al ler  n u r  
d e n k b a r e n  z a r t e n  1Riicksichtnahme auf  die In t e r e s sen ,  
die G e w o h n h e i t e n  l ind die Redewe i se  der  a l ten  Schule.  
Das  u m f a n g r e i c h e  W e r k  war  schon  im J a h r  1745 im 
M a n u s k r i p t  abgesch los sen ;  de r  Ver leger ,  de r  den  ge- 
l e h r t e n  Ver Iasser  1743 ge legent l i ch  e ines  Besuches  in 
Ber l in  pe r s6n l i ch  k e n n e n g e l e r n t  u n d  1744 die h o c h b e -  
d e u t s a m e n  B'eitr~ge EVLERS zur  V a r i a t i o n s r e c h n u n g  3 
mi t  b e s t e m  Erfo lg  h e r a u s g e b r a c h t  ha t t e ,  wa r  eifrig u m  
eine m6gl i chs t  gef~llige A u s s t a t t u n g  des VVerkes be-  
mt ib t .  An  die Sp i tze  des e r s t en  B a n d e s  h a t  er e inen  
h t i b schen  K u p f e r s t i c h  ges te l l t ;  d a n n  folgt  ein e t w a s  
schwti ls t iges  W i d m u n g s s c h r e i b e n  BOUSQUETS an JEAN 
JACQUES D'ORTOUS DE MAIRAN (1678--1771) u n t e r  Bei-  
gabe  eines woh lge lungenen  Por t rXts t i chs .  

1 Erschienen bei M. M. Bousquet & Co. (Lausanne 1748) ; Titel- 
auflage bei J. H. Pott & Co. (Lausanne 1783); 2. Auflage bei 
Bernouset, Delamolliere, Falque & Co. (Lyon 1797) ; kritisehe Aus- 
gabe in Reihe I, Band 8 und 9 der Opera omnia (Leipzig/Berlin 1922 
und 1925 bei B. G. Teubner). FranzSsische 0bersetzung des ersten 
Bandes yon PEzzl (StraBburg 1786) im Akademie-Verlag (die vor- 
gesehene 1Zbersetzung des zweiten Bandes durch CHR. KRAMV unter- 
blicb); vollstandige franztisische IDbersetzung nebst Erl/iuterungen 
yon J. B. LABEY, Paris, an IV/V (1796/97) bei Barrois; Titelauflage 
Paris 1835 bei Bachelier. Deutsche l[~bersetzung mit Erlfiuterungen 
yon J, A. CHR. MICHELSEN (Berlin 1788) bei C. Matzdorff; 2. (be- 
richtigte) Auflage Berlin 1835/36 bei D. Reimer. Deutsche (~ber- 
tragung des ersten Buches von H. MASER (Berlin 1885) bei J. 
Springer. 

VgL die Biographie yon O. SPiEss (Frauenfeld/Leipzig 1929), 
ferner die Skizze yon R. FUETER (Basel 1948) (Beiheft 3 zur Zeit- 
sct~rift Elemente der Mathematik). Die maBgebliche Bibliographic der 
EULERSehen Sehriften stammt yon G. E~'ESTR/3M, Leipzig 1910--13 
(Erg~inzungsband IV zum Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung; ersehienen sind nut die ersten beiden Lieferungen), 
I)bcr den gegenw~irtigen Stand der EULER-Ausgabe, die seit 1911 
unter schwierigen Verhfiltnissen 3'2 B/inde herausgebracht hat, vgl. 
A. St~EISER, Einteilung der sdmtlichen Werke L. Eulers. Commentarii 
Mathematiei Helvetiei 20, (1947), S. 288 u.f. 

a Methodus inveniendi lineas cI~rvas maximi  minimive proprietate 
gaudentes, sire solutio probIematis isoperimetriei latissimo sensu 
accepti (Lausanne/GenI 1744). 

EULER h a t  de r  ln t rodt~c t io  ein lfingeres V o r w o r t  vor-  
anges te l l t ,  wor in  er sich fiber die T e n d e n z  u n d  den  we- 
sen t l i chen  I n h a l t  seines  W e r k e s  ~ul3ert. E r  s ieh t  die 
H a u p t s c h w i e r i g k e i t  bei  E r l e r n u n g  der  h 6 h e r e n  Ana lys i s  
in  der  U n g e d u l d  der  Schiller,  die vorze i t ig  ohne  ausrei -  
c h e n d e  K e n n t n i s s e  auf  d e m  Geb ie t  der  n iede rn  Algeb ra  
an  die I n f i n i t e s i m a l m a t h e m a t i k  h e r a n g e h e n  u n d  sieh 
dabe i  v6tl ig u n z u t r e f f e n d e  V o r s t e l l u n g e n  vom W e s e n  
des  U n e n d l i c h e n  bi lden.  S e i n e  A b s i c h t  sei es, den  Leser  
m i t  d e m  Begr i f f  des  U n e n d l i c h e n  schr i t twe i se ,  j a  sozu- 
sagen  u n v e r m e r k t  v e r t r a u t  zu ma c h e n .  Diesem Zweck 
solle die e l e m e n t a r e  B e h a n d l u n g  e iner  1Reihe b i she r  fas t  
ausschl ieBlich u n t e r  H e r a n z i e h u n g  h6he re r  Hi l f smi t t e l  
gel(Sster P r o b l e m e  dienen.  Der  Kfirze ha lbe r  ve rz i ch t e  er 
auf  genauere  A n g a b e n  fiber H e r k u n f t  u n d  b isher ige  Be- 
w~iltigung der  E inze l f ragen ,  zuma l  er fas t  du rchwegs  
seine e igenen Wege  gegangen  sei u n d  d a h e r  ke inen  ge- 
r ingen  TeiI de r  L b s u n g s m e t h o d e n  fiir sich in  A n s p r u c h  
n e h m e n  diirfe.  W e r  die  E n t w i c k l u n g s g e s c h i c h t e  de r  yon  
EULER b e r / i h r t e n  P r o b l e m e  k e n n t ,  wi rd  diesen beschei-  
d e n e n  u n d  doch  s to lzen  W o r t e n  g e m  z u s t i m m e n .  Der  
A n r e g u n g e n  u n d  V o r a r b e i t e n  auf  a n a t y t i s c h e m  Gebie t  
gab  es genug,  abe r  ke iner  der  Ze i tgenossen  besag  die 
VVeite des a l l u mf a s s e n d e n  Blickes,  die dem groBen A1- 
g o r i t h m i k e r  zu eigen war  1. 

Die Anlage  des W e r k e s  im grof3en, die ich im folgen-  
den kurz  skizziere,  verr~it die M e i s t e r h a n d  des vieler-  
f a h r e n e n  Auto r s .  Das  ers te  B u c h  geh6r t  der  Ana lys i s  
u n d  ist  in  18 K a p i t e l  au fge te i l t :  

1. Allgemeines yon den Funktionen einer einzigen VerXnder- 
lichen ; 

2. Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen unter Be- 
schr~nkung auf reelle Linearfaktoren; 

3. Rationalisierung einfaeher irrationaler Funktionen dnrch 
Einfiihrung zweckm~iBiger Parameter;  

4. Formale 1Reihenentwicklung einfacher rationaler Funk- 
tionen 2 (rekurrente Reihen); 

5. Allgemeines fiber Funktionen yon zwei und mehr Verlin- 
derlichen. 

6. Das Logarithmieren als zweite Umkehrung des Potenzie- 
rens 3; 

7. Herleitung der Exponentialreihe und der logarithmischen 
Reihe aus der binomisehen Reihe dutch Grenz/ibergang; 

8. Trigonometrische Funktionen, EULERsche Identit~Lt, zy- 
klometrisehe Reihen ; 

9 .  Zusammenfassung konjugiert komplexer Linearfaktoren 
von Polynomen zu reellen Quadratfaktoren; Darstellung yon 
ganzen Funktionen durch unendliche Produkte;  

10. Koeffizientenbeziehungen durch formalen Vergleich un- 
endlicher Produkte mit den zugeh6rigen Potenzreihenent- 
wicklungen ; 

11. Verwendung dieser Ergebnisse zur t-Ierstellung stark 
konvergierender Reihen ; 

1 Dies wird-uns besonders deutiich, wenn wir die I~ltroductio mit 
den besten Leistungen der Zeitgenossen auf analytischem Gebiet 
vergleichen, n/imlich mit den Istituziol, i a~zalitiche (Mailand 1748) 
der MARIA GAETANA AC, NESI und den Institutiolzes aJ~alyticae (Bo- 
logna 1765) von VINCENZO RICCATI und HIERONII~IO SALADINI. 

Unter ausdriieklicher Bezugnahme auf A. DE MOIVRE, n~imlich 
wohl auf das in dcn Aliscellanea analytica (London 1.730) Gesagte. 

3 DaB man bei Einffihrung der Logarithmen rein ana]ytisch vor- 
gehen solle, da die Logarithmenrcchnung nichts mit den Prinzipien 
der Geometric zu tun habe (die Zeitgenossen benutzten die infinite- 
simalgeometrische Definition aus der Hyperbelquadratur), hat erst- 
reals E. HALI.E¥ in seiner Most compendious and /acile Method .for 
constructi~*g the Logarithms (Philosophical Transactions 19 [1695], 
Nr. 216, S. 58-67) hervorgehoben, ]edoch ohne die Einzelheiten 
nfiher auszu fiihren, 
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12. Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen in reelle 
QuadratIaktorea; 

13. Independente Darstellung des allgemeinen Gl ides  yon 
rekurrenten Reihen; 

14. Das Problem der "Winkelteilung; 
15. Entwicklung raseh konvergierender unendticher Pro- 

( 1 ) ( P  dutch" dukte fiir die Potenzen yon a vermit te ls /7  1 -}- }-p- 
l~.uft al!e Primzahlen) ~; P 

16. Rekurrente Fornleln, um festzustellen, wie oft sieh eine 
bestimmte Zahl als Summe vorgegebener Zahlen darstellcn 
lglat 2 ; 

17. Annaherung einer Gleichungswurzel vermittels rekur- 
renter Reihen a ; 

18. Endliche und unendliche Kettenbrfiche ~. 

I m  zwei t en  B u c h  w e r den  die M e t h o d e n  der  ana Iy t i -  
s chen  Geome t r i e  b e h a n d e l t .  Die ebene  G e o m e t r i c  is t  auf  
22 t£api te l  ve r te i l t  : 

1. Einfiihrung des Koordinatensystems; 
2. Koordinatentransformafion ; 
3. Einteitung der algebraischen Kurven nach der Ordnung; 
4. Haupteigenschaften der Kurven n-ter Ordnung. Anzahl 

der zur Bestimnmng der Kurve n6tigen Punkte;  
5. Allgemeine Eigenschaften der Kurven zweiter Ordnung 

(aus der Scheitelgleiehung); 
6. Spezielle Eigenschaften der Ellipse, Parabel und Hyper- 

bel. 
7. Verhalten der Kurven n-ter Ordnung im Unendlichen: 
8. Eingehende Diskussion der geradlinigen und krummlini- 

gen Asymptoten. 
9. Aufstellung yon 16 Klassen der Knrven dritter Ordnung 

nach ihrem asymptotischen Verhalten~; 
10. Einige allgemeine Eigenschaften der Kurven dri t terOrd- 

nung; 
11. Aufztthlung von 146 Klassen der Kurven vierter Ord- 

nung nach ihrem asymptotischen Verhalten; 
12, Zur gestaltlichen Kurvendiskussion (Verhalten zwisehen 

parallelen Tangenten) ; 
13. Tangentenbestimmung (aus den linearen Gliedern bei 

Entwicklung der Gleichung), Dappelpunkte; 
14. Krfimmung (aus den linearen und quadratisehen Glie- 

dern bei Entwiektung der Gleiehung durch Bestimmung der 
N~iherungsparabel), Wendepunkte, h6here Bertihrungen, Schna- 
belspitze ~ ; 

15. Kurven mit  Symmetrieeigenschaffen; 

1 Vom nfimlichen Gegenstand handeln schon die Variae obscr- 
vationes circa series i~]initas (Commentarii academiae seientiarum 
Petropolitanae [=Comm.l 9 [1737], S. 160-88 (vorgelegt am 25. IV. 
1737, Druek 1744) und die Metkodus [acilis computandi a~tgulorum 
sinus ac tangentes tam naturales quam arti/iciales (Comm. 11 [1739], 
S. 194-230; vorgelegt am 15. XII. 1739, Druck 1750). 

Erstmals hat Et:LER derartige Untersuchungen in den Obser- 
vationes analyticae variae de combinationibus (Comm. 13 [17,11-43], 
S. 64-93; vorgelegt am 6. IV. 1741, Druck 1751) ausgeftihrt. 

Hier wird die yon DAr~IEL BEt~UOVLL~ in den Observationes de 
seriebus recurre~tibus (Comm. ;3 [1728], S. 85-100; [Druck 1732]) 
entwickdte bekannte N~iherungsmethode eingetmnd auf ihre Wirk- 
samkeit untersueht. 

4 An ~ilteren einschl~igigen Darstellungen EULERS ZU diesem Ge- 
genstand nenne ieh die Dissertatio de/ractionibus co~ttinuis (Comm. 9 
[1737~, S. 98-137, vorgelegt am 7. III. 1737, Druck 1744); die 
Observationes de [ractionibus continuis (Comm. l I  [1739], S. 32-81, 
vorgelegt am 22. I. 1739, Druek 1750) und die Consideratio progres- 
sionis cuiusdam ad circuli quadraturam inveniendam idoneae (Conlm. 
11 [1739], S. 116-27, vorgelegt am 23. IIL 1739, Druck 1750). 

E~LER bezieht sieh bier eingehend auf t. NEWTOr~S Enumeratio 
linearum tertii ordinis (Erstdruck als Anhang zur Optics [London 
1704], wiederabgedruckt in den OpuscuIa). 

Die Schnabelspitze erscheint erstmals in FR. Cr. DE L'HOSPITALS 
Analyse des inlinimeut petits (Paris 1696), S. 103, und gab Veran- 
lassung zu l~ingeren Diskussionen, an denen sich P. L. M. I~E MAU- 
PERTUIS (Mdmoires de l'Aead6mie des sciences, Paris 1729, Druck 
1731), J. PAUL GU'A DIC MALVES (Usages de l'analyse de Descartes, 
[Paris 1740] ; leugnet die M6gliehkeit der Schnabelspitze) und EXJLE~ 
selbst (Mdmoires de l'Acad6mie des sciences de Berlin # [1749], 
S. 203-21, vorgelegt am '26. X. 1747, Druck 1751, beteiligt h~tten. 

16. Kurven mit gegebenen Beziehungen zwischen den Or- 
dinaten ; 

17. Anwendung auf Potarkoordinaten,  
18. Ahnlichkeit und Affinit~t; 
19, m n Schnittpunkte zwischen Kurven m-let und n-ter 

Ordnung. Zum Eliminationsproblem; 
20. Graphische Aufl6sung yon Gleichungen; 
21. Beispiele ffir t ranszendente l(urvenl;  
22. Aufl6sung transzendenter Aufgaben am Kreis (mittels 

der Regula [alsi). 

In  e inem A n h a n g  yon  6 K a p i t e l n  wi rd  einiges zur  
R a u m g e o n m t r i e  Geh6r ige  g e b r a c h t :  

1. Rechtwinklige Raumkoordinaten; Zeichenregein fiir die 
Oktanten ; 

2. Ebene Fl~ichenschnitte; 
3. Ebene Schnitte des Zytinders, des Kegels und der Kugel; 
4. Koordinatentransformation; 
5. Aufz/ihlung der Fl~ichen 2. Ordnung aus der Flltchen- 

gleiehung ; 
6. Schnitt  zweier Fl~ehen (projizierende Zylinder der Schnitt- 

kurve). 

Schon aus  dieser  k n a p p e n  U b e r s i c h t  geh t  he rvor ,  dab  
die be iden  Teile der  In t roduc t io  n ich t  g le ichwer t ig  s ind.  
Die Ana lys i s  ist  ganz  s t r a f f  gegl ieder t  u n d  enth~ilt e ine 
Fiille von  n e u e n  u n d  i i be r r a schenden  Ergebn i s sen .  Auch  
die  G e o m e t r i e  i s t  sorgfgl t ig  d u r c h g e a r b e i t e t ,  b le ib t  je-  
d o c h  infolge der  s t a r k e n  B e v o r z u g u n g  des Ges t a l t l i chen  
u n d  der  Zurf ickdr~ingung des p r o j e k t i v e n  S t a n d p u n k t s  
h i n t e r  d e n  b e s t e n  L e i s t u n g e n  der  Ze i tgenossen  zuriiek.  
Dazu  t r i t t ,  dab  EULER die neues te  einschl~igige Li te -  
r a t u r  2 e n t w e d e r  n i ch t  g e k a n n t  oder  abs i ch t l i ch  als zu 
schwier ig  ftir AnfXnger  be ise i te .gese tz t  ha t .  So k o m m t  es, 
dab  die Geomet r i e  zwar  einige neue  und  m e t h o d i s c h  
wer tvo l l e  G e s i c h t s p u n k t e  enth~ilt, abe r  n ichts ,  was  sich 
m i t  der  Ana lys i s  messen  kann .  U n t e r  d iesen Umst~inden 
e r t ib r ig t  sich ein n~iheres E i n g e h e n  auI  E i n z e l h e i t e n  des  
zwe i t en  Teils. 

EULER is t  vo rzugswe i se  A n a l y t i h e r ;  er s ieh t  in de r  
F o r m e l  das  u n w i d e r s t e h l i c h e  \Verkzeug,  mi t t e l s  dessen  
sich alle e inschlggigen  F r a g e n  angre i f en  u n d  bew/i l t igen 
lassen.  In  d iesem S inne  ttu/3ert s ich sehon  de r  Dreigig-  
j~ihrige 3, u n d  auch  sp~iter k e h r e n  ~ihnliche B e m e r k u n g e n  
i m m e r  wieder .  Das ganze  e rs te  B u c h  der  In t roduc t i o  
g l e i c h t  e iner  vie l te i l igen S y m p h o n i e ,  die dieses eine 
T h e m a  in i m m e r  neuen,  w u n d e r b a r  auf  e i n a n d e r  abge-  
s t i m m t e n  Var i a t i onen  ausff ihr t .  Den  a l g o r i t h m i s c h e n  
G e s i c h t s p u n k t  h a t  EULER Yon se inem grogen  Lehre r  
JOHANN BERNOULLI (1667--1748) i i b e r n o m m e n ;  d iesem 
v e r d a n k t  er at lch die Def in i t ion  der  F u n k t i o n  ats e inen  
a n a l y t i s c h e n  (will sagen  a lgo r i thmischen)  Ausd ruck ,  de r  
i rgendwie  aus  ver t inder l ichen ,  aus  n u m e r i s c h e n  u n d  aus  
a l lgemeinen  K o n s t a n t e n  z u s a m m e n g e s e t z t  sei. Diese  

1 Unter ihnen befindet sich y = xX und xY = yX ausgeli3st 

mit te l sdesAnsatzesx~  ( l  + l ) t ,  y =  ( l  + lt-)t+ l. 

o Hieruntcr sind zu nennen: J. STXHm~'G, Lineae tertii ordinis 
Newtonianae (Oxford 1717), C. 3IACLAURIN, Geometria organica sire 
descriptio liuearum curvarum universalis (London 1720), W. BRAI- 
KENRIDGE, Exercitatio geometrica de descriplioae linearum curvarum 
(London 1733), J. PAUL GUA DE .~IALVES (Paris 1740) und C. 
~[ACLAURtN, Treatise of Flaxions (Edinburg 17,1o}. DaB P. 3IL'R- 
DOCrIS Neutoni get,crisis cz~rvarum per umbras (London 1746) nieht 
mehr vor AbschluB des Manuskriptes zur VerfiJgung stand, ist klar. 

$ In der SoIutio problemalis geometrici circa lunulas a circulis 
]ormatas (Comm. 9 [1737], S. 207-2l, vorgelcgt am ~0. II. 1738, 
Druck 1744), worin EULER ein yon CHR. GOLDBACll stammendes trod 
VOn DAN. BERNOULLI in den lgxercitatio~*es quaedam mathematicae 
(Venedig 1724), S. 8,5/80, elementargeometrisch behandeltes Pro- 
blem erneut vornimmt, stem z. B. zu lesen: c, Wenn die vorgelegte 
Aufgabe mittcls der Analysis nicht gel6st worden sei, so werde dies 
nlehr mn Analysten als an der Analysis gelcgen seim,. 
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Z u s a m m e n s e t z u n g  solle e n t w e d e r  du rch  al leinige An-  
w e n d u n g  der  a lgebra i schen  G r u n d o p c r a t i o n e n  (Addi-  
t ion ,  Sub t r ak t i on ,  Mul t ip l ika t ion ,  Division) oder  d u r c h  
W i e d e r h o l u n g  dieser  O p e r a t i o n e n  in end l i che r  Zahl  
(Po tenz ie rung ,  Rad iz ie rung ,  G le i ehungsauf l6sung  usw.) 
erfolgen -- so e n t s t e h e n  die a lgebra i sehen  F u n k t i o n e n  --  
oder  du reh  Mi t e inbez i ehung  yon  E x p o n e n t e n ,  Loga-  
r i t hmen ,  t r i g o n o m e t r i s c h e n  F u n k t i o n e n  usw.,  w o d u r c h  
m a n  auI  t r a n s z e n d e n t e  F u n k t i o n e n  geff ihr t  werde .  Das  
wich t igs te  H i l f smi t t e l  zur  E r z e u g u n g  t r a n s z e n d e n t e r  
F u n k t i o n e n  sei a l le rd ings  die (in der  I n t r o d u c t i o  bewul3t 
ausgesehlossene)  I n t e g r a t i o n ,  E i n e  F u n k t i o n  k6nne  je-  
doch  n u r  d a n n  als e c h t e  T r a n s z e n d e n t e  get ten,  w e n n  das  
Mi twi rken  t r a n s z e n d e n t e r  O p e r a t i o n e n  u n v e r m e i d l i c h  
sei; das  E i n g e h e n  e inze lner  t r a n s z e n d e n t e r  K o n s t a n t e n ,  
wie e t w a  der  Zahl  ~, in das  Opera t ionsgef i ige  gent ige 
noch  n icht .  D a h e r  werde  e t w a  x "~ als eine a lgebra i sche  
F u n k t i o n  anzusehen  se in ;  e b e n s o  die yon  e in igen  als 

i n t e r s z e n d e n t  b e z e i c h n e t e  F u n k t i o n  x I / { .  Ubr igens  
n e h m e  eine F u n k t i o n  (gegebenenfal ls  du rch  ]~bergang 
zu k o m p l e x e n  A r g u m e n t e n )  j e d e n  b e s t i m m t e n  "Wert an,  
es sei denn ,  dab  S c h e i n f unk t i onen ,  wie e twa  x °, 1 x oder  

aa --ax vorltigen. 
a - - l :  

Wir  sehen,  wie eng n n d  speziell  de r  EULERsche F u n k -  
t ionsbegr i f f  ist .  Es  h a n d e l t  s ich um nahe l i egende ,  abe r  
unzult issige V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  der  Verh~iltnisse an  
den e i n f a c h s t e n  u n d  r echne r i s ch  ro l l  zugt tngl ichen Bei-  
spielen.  Das  Ganze  h t ing t  d a m i t  z u s a m m e n ,  dab  sich 
EULER Yon de r  T r a g w e i t e  der  a lgeb ra i schen  M e t h o d e n  
zur  Auf l6sung  yon  Gle ichungen  unr i ch t ige  Vor s t e t l ungen  
geb i lde t  ha t .  E r  is t  (gleich al len se inen  Zei tgenossen)  v o n  
de r  a l g o r i t h m i s e h e n  Auf t6 sba rke i t  de r  a l lgemeinen  
Gle ichungen ,  aueh  h 6 h e ren  als des  4. Grades ,  d u r c h  aus-  
sehl iet l l ichen GebrauCh yon  Wurze l ze i chen  l es t  f iber-  
zeugt .  Desha lb  s i eh t  er es n u r  als eine Folge  des  ~gegen- 
wt~rtig noeh n, m n g e l h a f t e n  Z u s t a n d e s  der  Algebra,~ an,  
w e n n  m a n  eine impl iz i t  d u t c h  eine Gle ichung  gegebene  
a lgebra i sche  F u n k t i o n  n i c h t  expl iz i t  da rzus te l l en  ve r -  
mag.  Aus  d e m  gleiehen G r u n d  is t  ffir ihn  der  F u n d a -  
m e n t a l s a t z  der  A l g e b r a  (dab ntLmlich j ede  Gleicl lung 
n - t en  Grades  genau  n L 6snngen  bes i tz t ,  die gegebenen-  
falls m e h r f a c h  zu z/ihlen sind) eine Se lbs tve r s t / ind l i ch -  
keit .  Llberdies fehl t  i hm das  r ich t ige  E m p f i n d e n  fiir den  
Begri f f  de r  S te t igke i t ,  den  G r e n z w e r t b e g r i f f  u n d  alles, 
was d a m i t  z u s a m m e n h ~ n g t .  Die wieh t ige  E ins i ch t ,  dab  

¢g~ - -  a x  
z. ]3. die F u n k t i o n  -~---:-U an  der  Stel le  x = a  u n b e s t i m m t  

wi rd  u n d  d o r t s e l b s t  den  W e r t  a nu r  auf  G r u n d  eines 
Grenz i iberganges  mi t  x - - ~ a  e rha l t en  kann ,  b le ib t  i h m  
versch lossen .  Das  E n t s c h e i d e n d e  ist,  dab  hier  n i ch t  
e t w a  U n v o l l k o m m e n h e i t e n  in der  A u f f a s s u n g  vor l iegen,  
s o n d e r n  t ie fgre i fende  F e h l m e i n u n g e n .  Sie lassen sich 
n i ch t  du rch  zusfi tzl iche A n n a h m e n  ber ich t igen ,  v i e lmeh r  
k 6 n n e n  sie nu r  d u r c h  e inen v611igen A u f f a s s u n g s w a n d e l  
f i be rwunden  werden .  ]~ULER v e r d a n k t  das  Beste ,  was  er 
zu geben  h a t  -- die Fii t le se iner  zahl losen n e u e n  Einze l -  
e rgebnisse  - - ,  n i ch t  e t w a  e iner  ve r t i e f t en  m a t h e m a t i -  
schen  E i n s i e h t  in die Zusammenh t inge ,  s o n d e r n  se iner  
a l le rd ings  ans  U n v o r s t e t l b a r e  g r e n z e n d e n  a lgor i th -  
m i s c h e n  K r a f t ,  die i hn  dazu  bef~ihigt, die au fgewor fenen  
P r o b l e m e  y o n  i m m e r  n e u e m  S t a n d p u n k t  aus  anzu -  
greifen.  Auf  diese VVeise v e r m a g  er die g e w o n n e n e n  Er -  
gebnisse  fo r twXhrend  zu kon t ro t l i e ren  u n d  n6t igenfa l l s  
zu ber ich t igen .  

Der mathematisch interessanteste Tell der Introductio sind die 
Kapitel 8/10 des ersten Buehes. ZunSchst erscheinen die auf Grund 
des Additionstheorems fiir Cosinus und Sinus gewonnenen Formeln 

cos nx :J= isin nx ~ (cos x :}- isin x) n, 

dann wird rcchts nach dem binomisehen Lehrsatz entwickelt, bier- 

auf nx = y, x = 0, n = oo gesetzt (das Ganze ist durch Grenz- 
iibergang leicht einwandfrei zu machen). So entstehen die Potenz- 
reihen fiir cos y und sin y. Es gilt aber, wie im 7. Kapitel gezeigt 
wurdc, 

~im i l  + e t 

also mit t = i x  einerseits elX = cos x+ i s inx  und andrerseits 

x = log nat cos x + ~1.n x Wird ietzt die logarithndsehe Reihe des 
cos x islll  x 

l + t  
7. Kapitels fiir log nat i-Z- ~ benutzt, so entsteht die arc-tg-Reihe. 

Nun besitzt aber (I + x]n----1 auBer x nur Quadratfaktoren der 
x t x ~\ n ]  

Form l + n +  ( ~ ) 2  EVLER benlerkt ausdriicklich, dab man bier 

nicht n. = co setzen darf. Er nlmmt daher die Zerlegung yon 

n ' !  - -k  - -n - /  in die Quadratfaktoren l+ \k= /  - - \ ~ ]  vor 

und erh/ilt hicraus mit n = oo das unendliche Produkt 

2 . . . .  

Wird diese Darstellung gliedwelse init der Potenzentwicklung 
( -, ,, + ) 

2 x 1 .~ ~:27fi ~ i:-22-:¢.4.5 + 1 .2 .3 .4 :5 .6-7  "'" 
verglichen, so ergcbea sich untcr Mitbenutzung der NEwTosschen 
Potenzsummcnformeln dic Rclationen 

oo o~ oo 1 a~ }7 1 n, y~ 1 = a, 

k=l = 

Die erste yon ihnen 16st ein Problem, das schon drei Generationen 
in Atem gehalten hatte und dessen Tficke M/inner wie LEIBNIZ, 
J A K O B  und J O H A N N  ]=3ERNOULLI hatte die Segel streichen lassen ~. 

Se lbs t  diese  ganz  b e s c h e i d e n e n  Beispiele  aus  d e m  
e r s t en  Teil de r  I n t r o d u d i o  geniigen,  u m  das  Typ i sche  
da r in  e r k e n n e n  zu lassen:  die f abe lha f t e  a lgo r i t hmi sche  
T e c h n i k  u n d  die p h a n t a s i e v o l l e n  Ans~tze .  Gewit3, die 
m a n g e l n d e  S t r enge  i s t  s t 6 rend ,  abe r  sie d a r f  n i c h t  den  
Aussch lag  bei de r  B e u r t e i l u n g  EULERS geben .  Der  
sonnige  G6t te r l i eb l ing  h a t  als Me n s c h  sein s p r u d e l n d e s  
T e m p e r a m e n t  u n d  seine b e s t r i c k e n d e  "Wesensart  in  die 
W a a g s c h a l e  zu werfen ,  His Ge leh r t e r  die mi t re i l3ende 
K i i h n h e i t  der  G e d a n k e n f i i h r u n g .  Uns ,  die wir  noch  n a c h  
200 J a h r e n  d e m  Z a u b e r  se iner  D a r s t e l l n n g s k u n s t  er- 
l iegen, ist  EUL~R viel le icht  um se iner  Schwt tchen wil len 
s t a r k e r  v e r t r a u t  d e n n  eines der  a n d e r n  grol3en m a t h e -  
m a t i s c h e n  Genies.  Nein,  das  war  er n i c h t ,  was i h m  der  
b i t t e re  H a g  der  an  Er fo lgen  t i rmeren  F a c h g e n o s s e n  
h 6 h n e n d  n a c h g e r u f e n  h a t :  er  w a r  k e i n e  R e c h e n m a -  
schine,  s o n d e r n  eine warme ,  l e b h a f t  e m p f i n d e n d e  u n d  in 
i h re r  ge legent l i ch  ge radezu  r t i h rend  a n m u t e n d e n  Schi ich-  
t e r n h e i t  ganz  b e s o n d e r s  l i ebenswer t e  N a t u r .  

J .  E.  HOFMANN 

1 l~ber die n/iheren Einzelheiten der Entdeckung durch ]~ULER 
und die daran sich anschlieBende Korrespondenz nfit J O H A N N  und 
NIKLAUS BERNOULLI vgl. O. SPIESS in der Speiser-Festschri]t 
{Ziirieh 1945), S. 1-'21. 

A u f r u f  z u r  S a m m l u n g  y o n  S o n d e r d r u c k e n  

f i i r  d a s  G m e l i n - I n s t i t u t  

Das  G m e l i n - I n s t i t u t  fiir a n o r g a n i s c h e  Chemie  u n d  
Grenzgeb i e t e  in  de r  M a x - P l a n c k - G e s e l l s c h a f t  zur  F6 rde -  
r u n g  der  W i s s e n s c h a i t e n  I i ihr t  die A r b e i t e n  a m  Gmel in -  
H a n d b u c h  der  a n o r g a n i s c h e n  Chemie  for t .  Mit  de r  
t t e r a u s g a b e  w e i t e r e r  Teile ist, t r o t z  der  Schwier igke i t  
de r  Sch r i f t t ums lage ,  in  e inigen M o n a t e n  zu rechnen .  

Das G m e l i n - I n s t i t u t  h a t  seine umf~ng l i che  Sonder-  
d r u c k s a m m l u n g  w/ ih rend  des IKrieges ve r lo ren .  Es  ist  
bemt ih t ,  diese S a m m l n n g  neu a u f z u b a u e n .  Es  beda r f  
dazu  abe r  der  s t e t e n  u n d  a k t i v e n  Mi t a rbe i t  aller F a c h -  
kol legen.  




